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Abgtract—In this work is presented a fast algorithm for
digital computation of harmonic distortions that requires only
real operations. In the classical approach, the Discrete Fourier
Transformed (DFT) computed with the Fast Fourier Transform
algorithm is used to calculate the harmonic distortion. In the
proposed method, DFT is replaced by the Discrete Hartley
Transformed implemented with its fast computational
algorithm, the Fast Hartley Transform (FHT) which requires
only real arithmetic operations. The FHT algorithm has also
the advantage that it is necessary only a half the amount of
dynamic memory needed to store the transformed coefficient
vector. The harmonic distortion computed by the FHT is
identical to classical algorithm using FFT.Computational
simulations and microprocessor implementations showed that
the proposed algorithm has several advantages over the
traditional algorithms.

Index Terms—Discrete Fourier Transform, Discrete Hartley
Transform, harmonic distortion, fast algorithm, signal
digitalization.

I. NOMECLATURA

A nomenclatura utilizada neste trabalho é apresentada a
seguir:

DHV; — Distor¢éo Harménica Total de Tenséo.

DHI;— Distor¢do Harménica Total de Corrente.

m— ndice da componente harménica.

V,,, — m-ésima componente harménica de tenséo (V)

V;— Componente de tensdo el étrica fundamental (V).

Im — mésima componente harmdnica de corrente elétrica
(A).

M — Quantidade de harménicos contabilizados no célculo
dadistorcéo harménica.

1, — Componente de corrente el étricafundamental (A).

DFT (Discrete Fourier Transform) — Transformada Discreta
de Fourier.

FFT (Fast Fourier Transform) — Transformada Rapida de
Fourier.
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DHT (Discrete Hartley Transform) — Transformada Discreta
de Hartley.

FHT (Fast Hartley Transform) — Transformada Rapida de
Hartley.

X{n] — seqliéncia de amostras do sina que constitui uma
janela (ou vetor) com N elementos.

X[K] — k-ésimio coeficiente de Fourier obtidos a partir da
FFT.

H[k] — k-ésimio coeficiente de Hartley obtido a partir da
FHT.

Il. INTRODUGCAO

suprimento e a manutengdo de sinais puramente

senoidais com amplitudes e freqliéncias constantes e ndo
sujeitas as variagbes espUrias constituem meta das
concessiondrias de energia elétrica no que diz respeito ao
estabelecimento de uma qualidade da energia ofertada ao
consumidor.

Eentre as perturbagcdes que causam preocupagdo as
concessionérias de energia elétrica e aos consumidores, esta a
distor¢do harménica de tensdes e de correntes elétricas as
quais se apresentam como fendmeno de estado permanente
Este tipo de distor¢éo é normamente causado pela operagdo
de cargas com caracteristicas ndo-lineares. Geralmente a
distor¢gdo harménica também se propaga pelo sistema elétrico
provocando distor¢des de tensdo em diversos pontos e
ocasionando aguecimentos anormais em transformadores,
banco de capacitores, condutores neutros, motores de
inducdo, interferéncias em equipamentos eletrénicos de
controle, comunicagdo, microcomputadores e equipamentos
eletrénicos diversos. Esse fendmeno aponta para uma
diminuicdo da vida util de dispositivos da rede elétrica e das
cargasem geral.

Atualmente diversos equipamentos embasados em
microprocessados que utilizam técnicas de processamento
digital de sinais ¢é utilizada para mensurar a qualidade da
energia elétrica. Um dos paré@metros mensurados € a distorcéo
harménica. Para o célculo desse pardmetro é utilizado algoritmo
baseado na transforma discreta de Fourier (DFT — Discrete
Fourier Transform) implementada por meio de algoritmo répido
(FFT - Fast Fourier Transform).

Este trabalho apresenta um algoritmo para o calculo da
distor¢do harménica cujo resultado é idéntico ao algoritmo
implementado por meio da FFT. Contudo, o agoritmo
proposto, é mais eficiente em termos computacionais, utiliza
somente operagBes reais enquanto a FFT utiliza aritmética



complexa e necessita menor quantidade de memoria dindmica
para a sua implementagéo, quando também comparada com a
FFT.

I1l. CALCULO COMPUTACIONAL DA DISTORCAO
HARMONICAVIA FFT

A distorcdo harmbnica € definida com base no
espalhamento espectral levando em conta a energia da
freqiiéncia fundamental e das componentes harmoénicas de
ordem superior.

As equactes 1 e 2 definem as distor¢bes harmonicas paraa
tensdo e paraacorrente.

@

@

Osinstrumentos digitais que cal culam a distor¢do harmdnica
utilizam a DFT calculada por meio da DFT como mostrado a
Seguir.

A. A Transformada Discreta de Fourier

A transformada Discreta de Fourier (DFT — Discrete Fourier
Transform) ferramenta muito utilizada naandlise de sinaisem
tempo discreto pode ser definida como:

fl N-1 - 12
X[k] = N—a X[n]e N
n=0
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ondex[n] O£ n£ N - 1, representa a seqiéncia real que
corresponde ao sinal de entrada, X[K] corresponde a segiiéncia
complexa de coeficientes de Fourier obtidos a partir da
Transformadae,

e’ =cog(2) + jsen(2) (39)
representa as diversas seqliéncias exponenciais complexas da
base de Fourier.

Na sua forma direta a DFT possui complexidade O(N?).
Entretanto, utilizando o algoritmo répido da FFT esta
complexidade se reduz a O(Nlogyx(N)). A FFT torna o
procedimento bastante atrativo. Entretanto, a implementagéo
do célculo dos coeficientes de Fourier utiliza aritmética
complexa, isso significa que as operacOes de adicdo e de
multiplicagdo deverdo proceder ao tratamento da parte real e da
parte imaginaria das variaveis. Também é necessario ter paraos
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N coeficientes resultantes do vetor de saida FFT um total de
2N posi¢des de memoGria necessarias para armazenar as partes
real eimaginéia de cada coeficiente.

B. Formulagdo para Célculo da Distor¢do Harmbdnica
Discreta de Fourier

Supondo o caso especia em que o sinal de entrada seja
digitalizado a uma taxa que apresente uma quantidade inteira
de amostras por periodo da fundamental e que esta quantidade
sgja ainda uma poténcia inteira de dois. Nesta condicéo
teremos uma amostragem no dominio das freqiéncias
exatamente sobre a freqliéncia fundamental e sobre seus
harménicos de ordem superior. Isto significa dizer que a
componente fundamental e seus harmonicos de ordem superior
estardo cada um representado por um Unico coeficiente
complexo de Fourier. Vamos tomar o exemplo onde utilizamos
uma taxa de amostragem correspondendo a 128 amostras por
periodo da fundamental, isto nos levara a uma freqiiéncia de
amostragem equivalente a

fa =128 x 60 Hz =7680 Hz = 7680 amostras/segundo (4)

Se utilizarmos uma FFT de tamanho igual a 128 amostras
(N=128). O comprimento temporal da janela de observacdo sera
igual ao periodo da fundamental e os coeficientes de Fourier
estardo mapeados com um espagamento em freqiénciaigual a
60 Hz.

_f. N _ f,N _ 7680x128
22 4

Df =60Hz (9

Observe que neste caso, que consideramos ideal, cada
coeficiente complexo de Fourier X[k] correspondera a um
multiplo da fundamental. A figura 1 ilustra como é feito o
mapeamento sobre o circulo unitdrio no dominio da
transformada z. A cadaincremento no indicede X[k] temseum

incremento associado de frequiéncia ?f cal culado na equacgéo 4.
No semicirculo inferior ajustam-se 0s coeficientes
conjugados do semicirculo superior, de formaque
X [O] corresponde ao coeficiente dc e € puramente real.

X'[1]= X[N- 1

X'[2]= X[N- 2]

X[ 0= X[+

X[ N/ 2] corresponde maior freqliéncia representada - f,/2
(64° harmonico) e é puramente real.



Im{z}

H[5]==300Hz

H[3]e= 180Hz

N
M- X[1]<= 60Hz
3480 Hz = X[H72] Re{z}
24 -1
X[N-3]
[N-5]

Fig. 1. Mapeamento uniforme em freqiiéncia da FFT sobre o circulo
unitario no plano Z

Neste caso fica facil o calculo da aformulagdo matematica
apresentada nas equagdes 1 e 2, pois verifica-se que

|X[KI?| = X[K].X"[K] = X[K].X[N - k] ©®

A distor¢cdo harmonica pode ser ent&o calculada com base
nos coeficiente de Fourier naforma

N

& XIKIX[N- K

DHX = 2
X[KIX[N- 1 @

Qo=
hA

(Re{ X[K]}? + Im{X[K]}2)
Re{ X[A]}2 + Im{ X[1]}?

=
11

A equacdo 6 mostracomo o calculo daDHX (X pode ser —V
- de tensdo ou — | - de corrente) é calculada por meio dos
coeficientes da FFT. Contudo, todos os coeficientes X[K],
O£k £N - 1, sSo entidades complexas. A extrago da raiz
guadrada da equacdo 7 é implementada por meio de série
truncadade Taylor.

A seguir é apresentado um algoritmo também rapido que
utiliza somente aritméticareal e se mostra mais eficiente parao
célculo da distor¢do harmonica.

IV. CALCULO DA DISTORGAO HARMONICA POR M EIO DA
TRANSFORMADA RAPIDA DE HARTLEY

Originalmente proposta por Ralph V. L Hartley para tempo
continuo, a Transformada de Hartley, possui propriedades que
atornaUtil e atrativa para o processamento de sinais em tempo
discreto. Composta por seqiiéncias ortogonais e puramente
reais, a Transformada Discreta de Hartley (DHT — Discrete
Hartley Transform) também origina uma seqiiéncia real de
coeficientes transformados. Além disso, em face da simetria
das funcbes de base, a transformada direta e inversa séo
idénticas. Isto significa dizer que, se aplicarmos duas vezes a
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transformada discreta de Hartley em uma seqiiéncia o resultado
seraapropriasequéncia.

A. ATransformada Discreta de Hartley

A Transformada Discreta de Hartley, em sua forma direta e
inversaé definida pelas seguintes equacdes:

H[k]_J alx[n]caS(;Zp kn00£k£N 163

N-1 .
x[n] = \/Ié H [KlcasEP-kn2.0£ N £ N - 1 (8b)
N n=0 e N %]

onde x[n] com 0 £ n £ N - 1, representa a seqiiéncia que
corresponde ao sinal de entrada, H[K] corresponde a sequiéncia
de coeficientes de Hartley obtidos a partir da Transformada e,
0s termos associados a cas(z) = cos(z) + sin(z) representam
as diversas seqiiéncias da base de Hartley.

Analogamente a DFT, na sua forma direta a DHT possui
complexidade O(N?), e também possui agoritmo répido
conhecido FHT (Fast Hartley Transform) que apresenta
complexidade de O(Nlogio(N)). A FHT também torna o
procedimento bastante atrativo em aplicagdes computacionais.

A FHT também apresenta como atrativo a utilizagdo de
aritmética puramente real. Isto significa que as operagdes de
adicdo e de multiplicagdo necesséria para o caculo da FHT
seréo implementadas apenas com operacOes matematicas reais.

A FHT gera para um vetor de N amostras de sinal de
entrada, um vetor de saida também de comprimento N, com
ndmeros puramentereais.

Para o calculo da distor¢do harmbnica por meio da
transformada répida de Hartley devem ser observadas
determinadas propriedade e relagbes algébricas entre os
coeficientes de Hartley e de Fourier. Este assunto € tratado a
Seguir.

B. Relagcdes matematicasentrea DHT ea DFT

Observando as seqiiéncias que constituem as bases de
Fourier e de Hartley observase grande similaridade entre
ambas que pode ser formalizado matematicamente.

Os coeficientes da transformada discreta de Hartley podem
ser obtidos a partir da transformada discreta de Fourier da
seguinte maneira

Re{X[K]}-Im{X[K]}; k=0,1,...,N-1 ©

A parte real dos coeficientes de Fourier pode ser obtida a
partir dos coeficientes de Hartley por meio de

HIK]=

Re{X[0} =H[0 (108
Re{X[k]}——(H[N K]+ H[K]):k =12,.. 7-1 (10.b)
Re{X[N/2]} =H[N /2] (10.0)



Analogamente, a parte imagindria dos coeficientes de
Fourier pode ser obtida apartir dos coeficientes de Hartley por
meio de

Im{X[0]} =0 (113

Im{ X K]} =%(H[N C K- HIK]):K =l2,...%- 1(1Lb)

Im{X[N/2]}=0 (1)

A fase dos coeficientes de Fourier também esta relacionada
com os coeficientes de Hartley naforma:

arg{X[0]} =0 (129

ZHIN - Kl- HIKIO, _

- O =12 N_1@2b
arg{ X[K]} atar%H[N-k]+H[k]E 12,...2 1(12.b)

agf XIN/ 2]} =0 (120)

As relagOes apresentadas nas equacOes de 9 a 12 nos
permitem reescrever a equacdo 7 utilizando somente
coeficientes de Hartley como € mostrado na préxima segéo.

C. Formulacéo para Célculo da Distor¢éo Harménica via
FHT

A partir das equacBes 9a 12 podemos escrever

IXIK]|" = Re{ XK]}? + Im{X[K]}*

1 (13
=E{H[k]2 +HIN - K2}
A equagéo 7 pode ser rescritanaforma:
N
& (HIK? +HIN - K1)
DHX = 1| k=2 (14

H[1? +H[N - 1)°

O resultado da equagdo X é identicamente igua ao da
equacdo 7 e pode ser utilizada com vantagens para o cdlculo da
distor¢&o harmonica.

D. Andlise espectral por Meio da Transformada Discreta dee
Hartley

A Transformada Discreta de Hartley também pode ser
interessante em aplicagdes onde a Transformada Discreta de
Fourier é a ferramenta utilizada para andlise espectral no
dominio das frequéncias. Podemos calcular 0 espectro de
amplitude da DFT utilizando somente coeficientes da DHT
como mostrado na equagdo 15.

IXIK]| = y/Re{ X[KI}? +Im{X[K]}*

_JHIKZ +H[N - k]2
- N2

Na figura 2 € mostrado um transitério de tensdo e logo
abaixo o respectivo espectro de amplitude da DFT, calculado
por meio da DHT. Na Fig. 2, o eixo horizontal mostra tempo
para a figura superior (em quantidade de amostras do sinal
origina) e frequéncia (Hz), para a figura inferior. A taxa de
amostragem é de 8000 amostras/segundo. Nos eixos verticais
tém-se as respectivas amplitudes no tempo e na fregiéncia
Estas amplitudes dizem respeito a faixa dindmica da converséo
analogico-digital e corresponde a unma representagdo em
aritmética de ponto fixo com sina descrito por palavra digital
de 16 hits.
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Fig. 2 Andlise espectral de amplitude de Fourier implementada por meio
da transformada discreta de Hartley

V. DISCUSSAO

Para chegar aos resultados mostrados nas equagtes 7 e 14
foi adotada uma condicdo especia para a digitalizagdo dos
sinais de corrente e tensdo elétricas. Neste caso utilizamos uma
taxa de amostragem correspondendo a 128 amostras por
periodo da fundamental, isto nos leva a uma discretizacgo no
dominio das freqliéncias sincronizadas com a componente
fundamental de 60 Hz e com os harménicos de ordem superior.

A condicao especial proposta para se obter as equagdes 7 e
14 ndo inviabiliza a generalidade do método. Se na digitalizagdo
do sinal temporal de corrente e/ou de tensdo ndo tivermos uma
taxa de amostragem que seja uma poténcia inteira de dois do
periodo da fundamental ocorrerda uma espalhamento espectral
tanto na FFT quanto na FHT. Esse espalhamento dificulta o
célculo dadistorgdo harmbnica levando a erros e discrepancias
nas medidas, como tém sido mostrado em publicagdes [10]
recentes.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho foi mostrada uma aplicacdo para a
transformada discreta de Hartley onde ela substitui a



transfomada discreta de Fourier (DFT) no calculo da distorgéo
harmbnica. A DHT apresenta conp vantagem sobre a DFT o
fato de possuir algoritmo rapido (FHT) onde sdo utilizadas
somente operagdes reais. Em uma instrumentac&o digital onde
os célculos sdo implementados em microprocessadores, aFHT
também é vantgjosa na medida em que utiliza metade do
requisito de memoéria da FFT para armazenar o vetor de
coeficientes transformados de saida.
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