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Resumo. As forcas de campo eletromagnéticas presentes em
hidrogeradores sdo de grande magnitude e podem, quando
desbalanceadas, ser uma das maiores fontes de esforcos
espurios. Tal desbalanceamento pode ser produzido devido a
problemas de montagem, defeitos de fabricacdo, desgaste de
componentes, etc. A torgdo do eixo devido a sua rotagdo é uma
das principais forgas atuantes. Assim, uma analise detalhada
das forgas torsionais torna-se necessaria. Na maior parte da
literatura disponivel, os elementos finitos de viga ndo possuem
a tor¢do implementada, apenas deflexdo, flex&o e rotacao.

Este artigo consiste em implementar a tor¢cdo em um elemento
de viga no SciLab, que é um programa de simulacio
matematica com codigo livre. Com isto, é possivel estudar os
esforgos torcionais em eixos de hidrogeradores, com o intuito
de avaliar a sua integridade fisica.
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l. INTRODUCAO

A fim de realizar a andlise em um eixo de
hidrogerador, uma matriz de rigidez com oito graus de
liberdade para cada elemento foi desenvolvida e
implementada no SciLab [2], que é um programa de
simulacdo matematica com cddigo livre, sendo possivel
verificar a deflexdo, flexdo, rotacdo e tor¢do. A vantagem do
SciLab é seu uso facil e pds-processamento répido se
comparado a outros softwares de elementos finitos
existentes no mercado.

Assim, uma adaptacdo de um elemento de viga
basico foi realizada, e ap6s isso foi possivel verificar com
precisdo a deformagdo axial, flexdo, rotacdo e tor¢do de um
modelo de viga. Primeiro criou-se um modelo inicial de viga
e consequientemente o estudo de sua teoria basica. Depois, a
analise da teoria da torcdo [6] e sua adaptacdo foram
realizadas para a insercdo no elemento de viga.

Este projeto de pesquisa - que representa a extensao
dos esforcos no sentido de prover ferramentas essenciais de
projeto e de avaliacdo de turbinas e geradores ao corpo
técnico da Eletronorte, visa desenvolver metodologias e
ferramentas de andlise de projeto mecanico que permitam a
empresa geradora identificar e avaliar possiveis efeitos de
esforcos espurios que possam levar ao mau funcionamento
dos rotores e, conseqiientemente, do sistema como um todo.

Il. REVISAO BIBLIOGRAFICA

O método dos elementos finitos [5] baseia-se na
sobreposicao dos resultados obtidos em cada n6 do sistema,
obtendo uma matriz de rigidez global, que simula o
resultado final do problema, a partir do sistema de equagdes:

[k Ju}={P} 1)

Onde:
[Ke] - matriz de rigidez global;
{u} - vetor deslocamento;
{P} - vetor forga.

Vemos que [Ke] ¢ a soma dos resultados obtidos

para cada né do sistema de elementos finitos. Esta
superposicdo é realizada da seguinte maneira, de acordo

com a figura 1 e a equagdo de [K ¢ ] abaixo:

Elemento A Elemento B

Na 1 Mo 2 Mo 3

Figura.1l: Elemento de viga simples

A equacdo abaixo demonstra uma matriz de rigidez
global de forma bem simples:

ki kg
[K ) ] = kzal kzaz + klbl klbz ()
kK Kz

Na equacdo (2), K? relaciona os indices do n6 A

b ‘ . .
e, K”do né B, para um elemento de viga simples com
apenas dois graus de liberdade quaisquer. Assim, o termo
b . Z
k3, + Ky, relaciona o resultado do n6 2 do elemento A com

0 no 1 do elemento B. O resultado final é obtido no no 3.
Sistemas com maior nimero de graus de liberdade seguem o
mesmo critério.



I1l. METODOLOGIA
Para um modelo de viga, a figura 2 sera usada

como base para os oitos graus de liberdade (considerando o
cisalhamento) definidos para um mesmo elemento de viga.
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Figura 2: Elemento de viga
Onde:
U = deformacdo referente a tracdo, deslocamento
horizontal;

V = deflexd@o referente a forca cisalhante, deslocamento
vertical;

@ = rotacdo referente ao momento fletor;

@ = torgéo referente a0 momento torgor.

Na literatura, s8o comumente encontrados
elementos de viga com apenas trés graus de liberdade por
no, ficando a torcdo de fora. Assim, para uma analise inicial,
consideraremos apenas a tragdo, deflexdo e a rotagdo, s
entdo serd inserida torgdo, obtendo assim o modelo de viga
final.

A. Descricao do Modelo Inicial

De acordo com a teoria de deflexdo de viga — teoria
usada em engenharia — a deformacdo € caracterizada
basicamente pela linha elastica. Uma viga possui trés graus
de liberdade por n6: rotacdo em y e duas translaces —
deslocamentos vertical e horizontal. Numa primeira analise,
o0 elemento de viga é considerado uma barra reta de secdo
constante, capaz de suportar apenas cargas transversais e
axiais.

O elemento possui dois nés com trés graus de
liberdade cada um. Assim, a matriz de rigidez do elemento
serd4 de ordem 6x6, relacionando os deslocamentos nodais
com as seis forcas nodais.

Assim, ¢é feita uma associacdo dos deslocamentos
nodais com as seguintes cargas generalizadas:

TABELA I: CARGAS ASSOCIADAS A0S DESLOCAMENTOS

NODAIS
Deslocamentos
nodais U | Vi | O | @ [Uy |V, | 6, | 0
Cargas
associadas Pr Vi M| Ty | P | Vo M| T,

Novamente, ¢ e ¢, sdo relacionados a torcéo, e

ndo entrardo na matriz de rigidez inicial. Mais a frente sera
demonstrado esta inser¢do na matriz mais detalhadamente.
A figura 3 refere-se a um elemento de viga com seis graus
de liberdades e com suas forcas nodais aplicadas.
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Figura 3: For¢as nodais

Assim, do sistema de equagdes obtido [K [{u}={P}, a
matriz de rigidez 6x6, o vetor deslocamento e o vetor forca
expandem-se para o seguinte:

Ky Koo kg Ky ks Kyg |uy P

Kp Ky Kpg Ky Ky Ky || V4 Vi

Ko Ki Kig Ky Ky Ky |6 _ M,

Ko K ki Ky kg Ky [|U, P,

Ky Ko Ksg ks Kss Ksg ||V vV,

_kel Keo Koz Kes  Kes kee_ 0, M,
©)

onde:

[K] - matriz de rigidez;
{u} - vetor deslocamento;
{P} - vetor forca.

IVV. CONCEITOS TEOGRICOS
A. Cargas Axiais: P, e P,

O primeiro par de cargas, de acordo com a Tabela
I, sdo as cargas axiais. Para a obtencdo dos coeficientes de
rigidez relativos as cargas axiais (K, Ky, Kye Ky) €
necessario tomar em conta as cargas P; e P, de um
determinado elemento. De acordo com as equagBes de
equilibrio:




AE AE
TR
2 AE _u, AE _p, @
L L

Obtendo:

AE| 1 -1jju | |PR )
L{-1 1]u, P,
A equacdo (5) representa 0 sistema de equagdes
para cargas axiais. Com isso, quatro elementos da matriz de

rigidez ja foram definidos, conseguindo o seguinte resultado
para a matriz de rigidez do modelo inicial:

EA —EA
T k12 k13 T k15 k16
k21 kzz k23 k24 kzs kze
[K]z Ky Ky Ky Ky o Ky Ky
__EA k Kk E_ k k
L 42 43 L 45 46
k51 ksz k53 k54 k55 kss
L k6l kaz kss ke4 k65 kee_

(6)

B. Cargas Transversais: V, e V,

Para obtencdo da deflexdo da viga, leva-se em
conta as cargas transversaisV, e V,. De acordo com a

teoria de vigas, a deflexdo decorrente das cargas transversais
é dada por dois termos:

V=V, +V, (7)

onde:
V; — termo relativo a flexéo;
V. — termo relativo ao cisalhamento.

Assim, é interessante fazer uma anélise individual
de cada parte da deflexdo.

B.1. Termo do Cisalhamento:

A definicdo de cisalhamento

dv, aV,
== 8
dx AG

y

B.2. Termo da Flexao:

dv,
Bl = =Vix- M, )

onde:

o — fator de correcdo para a tensdo cisalhante média;
Ay — area efetiva de cisalhamento;
G — modulo de elasticidade transversal;

I — momento de inércia em relagdo ao eixo z;
E — modulo de elasticidade longitudinal.

g —
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Figura 4.: Viga com carga transversal.

Assim, a partir de correlacbes matematicas e da
Figura 4, como de suas condi¢des de contorno, obtém-se a
equacao que representa a linha elastica:

3 2 2 3
:i Vix®  Mx® Vil +V1L (1+¢) (10)
EI| 6 2 12 12
para ¢ = 12¢El
A,GL®

De posse da equagdo da linha elastica, é possivel
determinar cada kij correspondentes as forcas aplicadas

(Kyy, Kys,Ke, € Keg), aplicando as condicdes de contorno
adequadamente. Logo, a matriz de rigidez torna-se:

EA -EA i
k12 k13 T k15 le
21 3-2EI k23 k24 - 3-2EI kze
L'(1+9) L’(1+¢)
[K] _ Ky Ksz ki Ky Kgs Kss
-EA EA
L k42 k43 T k45 k46
k51 - 312E| k53 k54 312EI 56
L'{L+g) L'(1+9¢)
L kel ksz k63 k64 kes ksej
(11)

A equacdo (11) representa a matriz de rigidez com
os coeficientes de tracéo e flexdo do elemento de viga.

C. Momentos Fletores: M, e M,

Apb6s a analise dos coeficientes de rigidez
associados a tracdo e a flexdo, para completar a matriz de



rigidez, faltam os coeficientes relativos as rotacdes &, e 6,
das extremidades da viga decorrentes das forcas de flexdo.
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Figura 5: Viga sob flexdo.

A equacdo da linha eléstica é semelhante a equacéo
(10), pois as forcas atuantes sdo as mesmas, porém, com
condicGes de contorno diferentes:

Vi Mxt oEIY,
2 A G

y

Elv

x+Cx+C, (12

Aplicando as condicgBes de contorno de acordo com
a Figura 5, resulta:

Ak

C,=0eC,=M,L—- (13)

Retirando a parcela referente a flexdo da equagéo
(7), consegue-se:

V=V, 4V,

dv . de

dv,
—= +
dx dx

dx

de dv dVC
— —_—
dx dx dx

(14)

Para o ponto X =0, tém-se:

d 2
L(X:O):L{MIL—\GL }

15
dx El 2 19

Substituindo V, na equacdo (15) :

di(xzo)z Ml'{ﬂ}
dx El |4+¢

(16)

12aEl
A GL2

y

para ¢ =

Da definicdo de coeficiente de rigidez:

dl(x=o)=1—> M, =Ky < Ky = (4+4) EL
dx (1+¢) L

Utilizando as expressbes de equilibrio da viga,

vem:

D F, =0V, =-V,

17
> M(x=L)=0—>M, =-M, +V,L 47

Das equagdes de equilibrio acima, da definicdo do
coeficiente de rigidez e simetria, chega-se aos valores de kij
referentes aos momentos fletores:

- _ 6El . k _(2_¢)ﬂ.
T 2(+¢) ® (l+g) L’
(4+9)E1 . 12El
6G_WT’ 55 — 22—m’
K k. ___BEl
56 23 L2(1+¢)'

Assim, a equacdo final para um modelo de viga
com seis graus de liberdade, considerando cisalhamento e

com todos os k;; definidos é:

EA o A ) 0

L L

o 1E & 1El 6
Clirg L+ Cl+g vy |4 R

o & EIW) 6| E'(2—¢J %Y as)
Pi+d L\l+g Cli+g L\+g)|8[_|M

_—EA 0 0 %* 0 0o % [P

, _1® e 1E| e |2 |V
Flrd  Clled Frg  Clvg @ M
6El  Elf2-¢ 6El  Elf4+4

0 — =2 =7

i C(1+g) L(1+¢J C(1+g L(1+¢J_

Como explicado anteriormente, a equacdo (18)
mostra apenas seis graus de liberdade, faltando a parcela de
torcdo na matriz. Assim, uma anélise detalhada da tor¢do €
realizada a seguir.

D. Torgéo:

Para um resultado eficiente na analise de esforgos
no eixo de hidrogeradores, a tor¢do torna-se necessaria,
tendo em vista que as maiores forgcas sdo no sentido de
rotacdo em torno de seu proprio eixo. Com isso, ha uma

adicdo de dois graus de liberdade no elemento de viga, ¢, e
@,, que significam o angulo de tor¢do em decorréncia das
forgas aplicadas, T, e T,.



B C T,
4 O
Figura 6: Viga sob torcéo
Com a insercéo da torgdo, a matriz de rigidez agora

é de 8x8. Como anteriormente, a matriz toma a seguinte
forma:

_kll k12 k13 k14 k15 kl6 k17 k18 |
k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28
k3l k32 k33 k34 k35 k36 k37 k38

[K] — k4l k42 k43 |(44 k45 k46 k47 k48
kSl k52 k53 k54 k55 k56 k57 k58
k61 k62 k63 k64 k65 k66 k67 k68
k71 k72 k73 k74 k75 k76 k77 k78

_k81 k82 k83 k84 k85 k86 k87 k88 i

(19)

Os k; relacionados a torgéo sdo: K4, K,q,Kg, €

Kgg , Para isso, uma formulag&o baseada na teoria de torgdo
torna-se necessaria.

D.1 Teoria Basica de Tor¢ao

Da teoria de torcéo, sabe-se que:

C
y=— e ymax:_¢

20
L L (20)

onde: y = deformagéo de cisalnamento
L =raio
@ = angulo de giro
C = raio maximo

As equagdes (20) mostram que a deformacdo de
cisalhnamento » em um certo ponto do eixo sujeito & torcéo
é proporcional ao angulo de giro ¢ . Ela mostra também que
¥ é proporcional & distancia o do centro do eixo circular
ao ponto considerado. Assim, conclui-se que a deformacéo
de cisalhamento em uma barra circular varia linearmente
com a distancia ao eixo da barra. Eliminando o angulo de
giro ¢ pode-se expressar a deformacéo de cisalhamento
a uma distancia o do eixo da barra por:

P

Y =" 7 max (21)
C

Aplicando a Lei de Hooke para tensGes e
deformacdes de cisalhamento, tém-se:

=Gy (22)
onde 7 ¢ atensdo de cisalhamento e G é o médulo de
elasticidade transversal.

Substituindo a equacéo (22) em (21):
T= P T nax (23)
C

Observa-se que a tensdo de cisalhamento 7 varia
linearmente com a distdncia o do eixo da barra.

Finalmente, chega-se a uma formula de tor¢cdo em regime
eléstico:
T
T = _p
J

onde: T = momento torcor da barra
J = momento polar de inércia

(24)

Figura 7: Dependénciade 7 com p.

D.2. Angulo de Torcao em Regime Eléastico

Admitindo que qualquer porcdo do eixo permanece
elastica, sabe-se que o angulo de tor¢do ¢ e a deformagio

de cisalhamento maxima y,.. estdo relacionadas pela
expresséo:

Vmax = 7 (25)

Figura 8.: Cisalhamento méaximo.



Novamente, da Lei de Hooke, vem:

v max

Tc
Vmax = "~ = 2~

26
G JG 29)

Igualando (25) com (26) e resolvendo para ¢ :

c Tc TL GJ
—¢:—:>¢:— ou T=¢g— (27)
L GJ GJ L
A relacdo obtida (27) mostra que, dentro do regime
elastico, o angulo de torcdo ¢ é proporcional a0 momento
de torcdo T aplicado ao eixo circular.

D.3. Inserindo Torc&o na Matriz de Rigidez

Para a insercdo da tor¢do na matriz, novos
coeficientes sdo obtidos e uma mudanca € realizada no

modelo da matriz. Os indices K,,,K,q5,Kg, € Kgqestdo

relacionados ao angulo de rotacdio @, e ¢,, de cada

elemento. Assim, semelhantemente a equacdo (5), o sistema
de equacdes para tor¢do € o seguinte:

G -6

L L |Jl_Jn (28)
-Gl Gl g IT

L L

Com todos os coeficientes de rigidez definidos, é
possivel montar a matriz de rigidez final do
sistema,considerando o cisalhamento, para um elemento de
viga com dois nos e oito graus de liberdade:

EA 0 o -EA 0 0 0
L L
0 12EI 6EI o LeEl 6EI 0
Lli+rg) L2Q+9) Ll+g) L(+9g)
0 6EI El(4+¢ 0 6EI_ El(2-4)
L+g) L l+g LR+¢g) L l+g
K] 0 0 0 G—LJ 0 0 0 ;fj
Kl=
7E—LA 0 0 0 E—LA 0 0
0 12EI 6EI 0 0 12EI 6EI
Pl+g) L(1+9) Ll+g) L(1+g)
o OBl Elf2-g) o _6El Elfdig) o
L+g) Lll+g LQ+¢) L\l+g
0 0 0 7G—LJ 0 0 0 G—LJ
(29)

V. Resultados
A. Caso geral

Primeiramente, utilizando-se o SciLab, foi
realizada uma simulacdo numérica dos resultados
comparando com a solugdo analitica baseada na teoria de
deflexdo de vigas. A figura 9 exemplifica a deflexdo
discretizada em cada se¢do da viga (eixo das abcissas) que
varia de 1 a 6. Os valores dos eixos das ordenadas séo

meramente  exemplificativos, apenas
comparacao entre os dois métodos.

para efeito de

0.35 T T T T T
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Comprimento da viga

Figura 9: Comparacéo de resultados

B. Caso especifico

Para a validagdo dos resultados, serd estudado um
exemplo especifico de deflexdo de vigas.

Exemplo:

A Figura 10 mostra uma viga simplesmente
apoiada de comprimento 20 in, médulo de elasticidade E =
10" psi e com secdo transversal de 1x1 in. A viga é
modelada com 6 elementos finitos de dois graus de
liberdade cada (Ve @) Ela é submetida a um carregamento
central de 100 Ib. As condi¢des de contorno sdo: deflexdo
horizontal no extremo esquerdo igual a zero (i.e v, =0) €

angulo de inclinacdo no n6 de simetria igual a zero (i.e
0,=0). Da simetria, apenas metade da forca de
carregamento é aplicada no no central. Deseja-se obter uma

comparagdo entre a solugcdo pelo método de elementos
finitos e a solucdo exata.

y
T 100 h
1234 5‘ ro |
| I N ) I—D [m
72 3 4 56 m Pl
le ke N !
~m T pp | lm
B=10X 10 psi

Figura 10: Viga simplesmente apoiada com 6 elementos
finitos.

Os resultados obtidos pelo método dos elementos
finitos e pelo método de solucdo exata, ou trivial, sdo
demonstrados na tabela Il, discretizados por cada grau de
liberdade.



TABELA Il: COMPARAGAO DOS RESULTADOS DE CADA

METODO.

Grau de | Método Solucéo
Liberdade | dos Elem. | Exata

Finitos
1.0000 0.0000 0.0000 Deflexdo nd 1
2.0000 0.0030 0.0030 Inclinagdo n6 1
3.0000 0.0059 0.0059 Deflex&o nd 2
4.0000 0.0029 0.0029 Inclinagdo né 2
5.0000 0.0114 0.0114 Deflex&o nd 3
6.0000 0.0025 0.0025 Inclinagdo n6 3
7.0000 0.0158 0.0158 Deflexdo nd 4
8.0000 0.0019 0.0158 Inclinagdo n6 4
9.0000 0.0189 0.0189 Deflex&o nd 5
10.000 0.0011 0.0011 Inclinagdo n6 5
11.000 0.0200 0.0200 Deflexdo nd 6
12.000 0.0000 0.0000 Inclinagdo n6 6

Comparando os valores, percebe-se uma validacdo
do resultado obtido pelo algoritimo, ou seja, é interessante o
estudo dos elementos finitos em SciLab em decorréncia da
velocidade de aplicagdo e simplicidade.
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