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RESUMO 
 
O planejamento da operação energética (POE) envolve a determinação da geração hidráulica e térmica em base 
mensal para um período de até cinco anos visando atender o mercado e minimizar o custo esperado de operação 
do sistema. Uma abordagem promissora para o POE se baseia na solução do problema em sua versão 
determinística, alimentado por vazões previstas. Nessa abordagem, o POE se apresenta como um problema de 
programação não linear devido à característica da geração hidráulica e dos custos operacionais, e é resolvido por 
um método de pontos interiores que explora a estrutura esparsa do problema. 
 
O método foi testado em três estudos de caso considerando períodos de planejamento de 10 anos. O primeiro 
consiste em um sistema hidrotérmico composto por uma única usina hidrelétrica, a usina de Furnas, o segundo é 
um sistema de 15 usinas localizadas na cascata do Rio Grande, e o terceiro corresponde a uma configuração do 
Sistema Interligado Nacional (SIN), com 74 usinas hidrelétricas.  Dessa forma, por comparação entre as 
características da solução nos três estudos de caso, foi comprovada a robustez e a eficiência do método proposto. 
 
PALAVRAS-CHAVE 
 
Planejamento da operação energética, modelo de otimização a usinas individualizadas,, programação não-linear, 
métodos de pontos interiores.  

1.0 - INTRODUÇÃO  
 
O planejamento da operação energética (POE) envolve a determinação da geração hidráulica e térmica em base 
mensal para um período de até cinco anos visando atender o mercado e minimizar o custo esperado de operação 
do sistema. O POE é um problema estocástico uma vez que as vazões futuras não são conhecidas. Para a sua 
solução, entretanto, ao invés de utilizar metodologias baseadas em programação dinâmica estocástica, que 
necessariamente requerem simplificações devido à “maldição da dimensionalidade” (2), alternativas baseadas em 
modelos de otimização a usinas individualizadas (MOUI) determinísticos têm sido sugeridas com sucesso (6,12). 
 
Para sistemas hidrotérmicos de grande porte como o brasileiro, o MOUI determinístico se torna um problema 
complexo de programação não-linear cuja solução requer métodos matemáticos que explorem a características 
particulares do problema. Alguns métodos têm sido sugeridos, incluindo programação não-linear (9) e fluxo em 
redes (5, 11, 14, 16, 18).  
 
Mais recentemente, técnicas baseadas em métodos de pontos interiores (MPI) têm sido aplicadas ao MOUI (8, 13, 
15). Em (15) um método dual-afim é implementado para resolver uma versão linear do MOUI. Em (8) um código 
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comercial assume que a função de produção hidráulica é linear por partes. Em (13), o problema é resolvido 
assumindo também uma modelagem linear do MOUI. 
 
MPIs são especialmente eficientes para problemas de otimização de grande porte. O primeiro MPI foi 
desenvolvido por Dikin (7) em 1967. A aplicação de MPIs para resolver problemas de programação linear foi 
proposta por Karmarkar (10) em 1984 e com os resultados apresentados em 1989, desde então os MPIs foram 
extensivamente desenvolvidos e aplicados em diversos problemas de otimização, inclusive otimização não-linear 
(1). 
 
Este trabalho apresenta um MPI eficiente e robusto, capaz de resolver o MOUI em sua versão não-linear para um 
sistema de grande porte, o SIN. O MOUI foi formulado de forma precisa considerando a função de produção 
hidráulica e os custos operacionais como funções não lineares. O modelo matemático e a notação utilizada no 
mesmo estão descritos na Seção 2. A Seção 3 apresenta uma descrição breve do método, enquanto a Seção 4 
mostra a aplicação do método em três estudos de caso diferentes, identificando as características das soluções 
encontradas e seus aspectos comuns. Por fim, a Seção 5 apresenta as conclusões do trabalho. 

2.0 - NOTAÇÃO E MODELAGEM MATEMÁTICA 
 
A seguinte notação será adotada no modelo do MOUI: 
 
 

t - Indice de mês. 
T - Número de meses no periodo de planejamento. 
i - Indice de usina hidrelétrica. 
N - Número de usinas hidrelétricas. 

iΩ  - Conjunto de índices das usinas imediatamente a montante da usina hidrelétrica i. 

tΨ  - Função de custo de complementação termelétrica (Reais). 

tH  - Função de geração hidrelétrica (MW). 

tD  - Mercado (MW). 

itr  - Volume armazenado no reservatório (hm3). 

titi rr ,, ,  - Limites minimo e máximo de armazenamento do reservatório. 

tiq ,  - Vazão turbinada (m3/s). 

titi
qq ,,

,  - Limites mínimo e máximo de vazão turbinada. 

tiv ,  - Vazão vertida (m3/s). 

titi vv ,, ,  - Limites mínimo e máximo de vazão vertida. 

ik  - Produtibilidade específica (MW/m3/s/m). 

iφ  - Polinômio da cota de montante (m). 

iθ  - Polinômio da cota de jusante (m). 

)( ,tii qς  - Perda hidráulica (m). 

ity  - Vazão afluente incremental (m3/s). 

tt∆  - Número de segundos do mês dividido por 106. 
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O MOUI pode ser formulado pelo seguinte problema de programação não-linear: 
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onde os volumes armazenados iniciais Niiri ,,2,1,,1, …=∀ são dados. A função objetivo da Equação (1) 

minimiza o custo operacional tΨ  do sistema, dado pelo menor custo de complementação termelétrica, 
considerando importação de sistemas vizinhos e corte de carga como térmicas fictícias. O custo operacional é 
obtido, portanto, a partir do despacho econômico das fontes de complementação não hidráulicas. 
 
A geração hidráulica no estágio t é uma função não-linear representada pela Equação (2). As restrições de 
igualdade da Equação (3) representam as equações de balanço de água para cada reservatório em cada mês t, 
onde tiy , é a vazão afluente incremental. Outros efeitos como evaporação e infiltração não foram considerados 

por simplicidade de apresentação. Limites inferiores e superiores das variáveis expressos nas restrições dadas 
pelas Equações (4)-(7), são impostos pelas restrições operacionais das usinas hidráulicas, assim como restrições 
relacionadas aos usos múltiplos da água, tais como irrigação, navegação e controle de cheias. 

3.0 - TÉCNICA DE SOLUÇÃO 
 

Para poder aplicar o método de pontos interiores à formulação proposta pelo modelo das Equações (1)-(7), a 
formulação matricial (8) foi construída: 

 
Min )(xf   

. . :s a
 

bAx =  (8) 

 xxx ≤≤ .  

 
Observe que a função objetivo não-linear foi obtida a partir da composição das Equações (1) e (2). A restrição de 
igualdade Ax = b representa as equações de conservação de água descritas pela Equação (3). Finalmente os 
limites operacionais dados pelas Equações (4)-(7) estão expressas pela canalização da variável x em (8). 
 
A chave para a rapidez e robustez do MPI desenvolvido está na exploração da estrutura matricial particular da 
matriz A e na manipulação da matriz Hessiana H(x) associada à função objetivo f(x). Para aumentar o 
desempenho computacional, apenas os elementos da diagonal da matriz H(x) são considerados. Isto, porém, 
poderia fazer com que a matriz H(x) fosse indefinida, acarretando problemas de convergência do método, sendo 
este problema contornado através de uma modificação do procedimento proposto em (1). Para maiores detalhes 
sugere-se a referência (3).  
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4.0 - RESULTADOS 

 
FIGURA 1: Usinas hidráulicas do sistema elétrico brasileiro. 

 
O método proposto foi testado para três diferentes casos que diferem em relação ao número de hidrelétricas 
consideradas. O primeiro estudo de caso, com uma única usina com reservatório, permite a análise detalhada da 
solução. A usina de Furnas foi selecionada, pois tem o reservatório mais importante na cabeceira da cascata do 
Rio Grande, uma das mais importantes do sistema elétrico brasileiro. O segundo estudo de caso engloba toda a 
cascata do Rio Grande (incluindo o Rio pardo) e é composto por 15 usinas hidrelétricas, 6 com reservatório e 9 a 
fio-d’água, representando uma capacidade instalada de 7.816 MW. O terceiro estudo de caso corresponde a maior 
parte do sistema hidrelétrica brasileiro com 74 usinas, 42 com reservatório e 32 fio-d’água, correspondendo a uma 
capacidade instalada de 65.667 MW. 
 
Para cada estudo de caso a demanda foi considerada constante durante o período de planejamento e igual a 
capacidade hidráulica instalada, de forma a manter aproximadamente a mesma proporção hidrotérmica em todos 
os estudos. Como função de custo operacional foi adotada uma função quadrática que representa 
aproximadamente o custo da complementação térmica do sistema elétrico brasileiro, dada por 

2)(02.0 ttt HD −=Ψ . 
 
A Figura 1 ilustra a topologia do sistema hidrelétrico brasileiro. O reservatório de Furnas é representado como a 
usina de número 14 na cascata do Rio Grande (incluindo o Rio Pardo) composta pelas usinas de número de 11 
até 25. Todas as informações necessárias para os estudos de caso podem ser obtidas em: 
http://www.ccee.org.br/precos/downloads/index.jsp. 
 
 

  
(a) Afluência e defluência de Furnas no período seco. (b) Afluência e defluência de Furnas no período úmido. 
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(c) Volume de Furnas no período seco. (d) Volume de Furnas no período úmido. 

  
(e) Geração hidráulica de Furnas no período seco. (f) Geração hidráulica de Furnas no período úmido. 

FIGURA 2: Operação da usina de Furnas para períodos seco e úmido. 
 
Os dois períodos de planejamento de 10 anos foram selecionados, um incluindo o período mais seco (seqüência 
de afluências mais baixa) correspondente aos anos da década de 50, e outra incluindo o período mais úmido 
(seqüência de afluências mais alta) da década de 80. A consideração de períodos de planejamento longos, acima 
do usual período de planejamento de 5 anos, teve por finalidade ajudar na compreensão do comportamento da 
solução ótima para diferentes cenários. 
 
A solução ótima para o primeiro caso, assumindo as afluências da década de 50, corresponde às trajetórias de 
defluência (turbinagem), armazenamento e geração, que são apresentadas nas Figuras 2-(a), 2-(c) e 2-(e). 
Quando a defluência excede a máxima turbinagem, o excesso é vertido. Esta é uma característica do despacho 
hidráulico ótimo, pois é sempre preferível turbinar a verter. Assim, a trajetória de defluência da Figura 2-(a), 
ocorrendo sempre abaixo da turbinagem máxima, representa também a trajetória de turbinagem ótima, uma vez 
que essa solução não apresentou vertimento. 
 
Na Figura 2-(c), a trajetória do armazenamento ótimo da usina de Furnas alcançou o máximo quase todos os anos 
no início de cada período seco (Maio). Isso ocorre porque a solução procura manter o reservatório tão cheio 
quanto possível de forma a maximizar a altura de queda e consequentemente a eficiência do processo de 
conversão de energia potencial hidráulica em energia elétrica. Por outro lado, a defluência média anual em geral 
acompanha a afluência média anual, restringindo a regulação das afluências ao ano hidrológico e segmentando o 
problema de otimização plurianual em problemas de otimização independentes para cada ano. Assim, cada vez 
que o reservatório atinge o máximo, uma nova otimização é iniciada, como pode ser perfeitamente identificado 
através da mudança abrupta da trajetória ótima observada em Maio de 1951 e de 1952, quando o reservatório 
enche e opera como uma usina a fio d’água. Quando anos de baixa afluência são sucedidos por anos de alta 
afluência, como ocorreu entre Maio de 1955 e Maio de 1957, a otimização compreende períodos maiores que um 
ano, razão pela qual o reservatório não chega ao seu valor máximo no início do período seco, como ocorreu em 
Maio de 1956. 
 
Olhando para cada período de otimização entre dois intervalos consecutivos onde o armazenamento de água 
atinge o máximo, pode ser notado que a trajetória de defluência ótima apresenta uma variação muito menor que a 
trajetória de afluência. Isso se deve à função objetivo quadrática, que penaliza oscilações na geração térmica. Por 
outro lado, observa-se um pequeno crescimento na defluência ao longo do ano, que se deve ao efeito da cota de 
montante na produtividade da geração hidráulica. Assim, um pequeno crescimento da defluência é preferível a 
uma defluência constante, pois acarreta uma trajetória de armazenamento ligeiramente mais alta. 
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As Figuras 2-(b), 2-(d) e 2-(f) mostram a solução ótima para o estudo de caso 1 com as afluências da década de 
80. Como se observa, a solução para os últimos 6 anos dessa década se assemelha à solução da década de 50. 
Para os primeiros 4 anos, porém, correspondentes ao período mais úmido do histórico de vazões, a solução tenta 
reduzir ao máximo o armazenamento na véspera da cheia com a finalidade de evitar vertimentos. Esta redução 
chega ao ponto de fazer com que o reservatório atinja seu mínimo armazenamento em Novembro de 1982. 
Mesmo assim, a quantidade de água afluente que chega deste momento até abril de 1984 é tão grande que a 
solução é incapaz de impedir a ocorrência de vertimento. 
 
As Figuras 2-(e) e 2-(f) mostram as trajetórias de geração do primeiro estudo de caso, para as décadas de 50 e 
80. Deve-se notar que as trajetórias de geração apresentam um padrão de comportamento similar ao mostrado 
pelas trajetórias de defluência descritas nas Figuras 2-(a) e 2-(b). 
 
O estudo de caso 1, com uma única usina, foi apresentado com o objetivo de destacar as características da 
solução hidráulica ótima do MOUI. A solução procura minimizar o vertimento, que representa um desperdício de 
água, mas também procura maximizar o armazenamento, que representa um aumento da eficiência de conversão 
hidráulica e, portanto, da energia hidrelétrica gerada. A regularização das afluências é normalmente limitada a 
cada ano hidrológico, com um ligeiro crescimento da geração hidráulica ao longo do ano, e apresentando saltos 
abruptos entre anos hidrológicos consecutivos.  
 
As Figuras 3-(a) e 3-(b) mostram a trajetória de geração hidráulica para o segundo estudo de caso, durante as 
décadas de 50 e 80. Note que o perfil das curvas é similar aos apresentados no primeiro estudo de caso, 
refletindo o fato de que o comportamento da geração da cascata do rio Grande segue o comportamento da 
geração da usina de Furnas, seu principal reservatório de cabeceira. 

 

(a) Geração hidráulica do Grande no período seco. (b) Geração hidráulica do Grande no período úmido. 
FIGURA 3: Trajetórias de Geração da cascata do rio Grande. 

 
 
As Figuras 4-(a) e 4-(b) mostram as trajetórias de geração para o terceiro estudo de caso, também para as 
décadas de 50 e 80. De novo, as curvas resultantes são similares àquelas obtidas nos estudos de caso anteriores, 
indicando agora a importância da cascata do Rio Grande no contexto do SIN. 
 

 

(a) Geração hidráulica do SIN no período seco. (b) Geração hidráulica do SIN no período úmido. 
FIGURA 4: Trajetórias de Geração para a cascata do Grande. 
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Os resultados foram obtidos pelo MPI proposto implementado em Matlab 6.1, numa máquina com processador 
Intel Pentium 1.5 GHz, 256 Mb de RAM, e sob o Windows 2000 Professional. A Tabela 1 mostra os números das 
usinas hidrelétricas consideradas em cada estudo de caso e a dimensão do correspondente problema MOUI. 
 

TABELA 1 
Estudo 
de caso 

Usinas 
Hidrelétricas 

Variáveis Restrições de 
igualdade 

Capacidade 
instalada [MW] 

1 15 360 120 1.312 
2 11-26 5.400 1.800 7.816 
3 1-74 26.640 8.880 65.667 

 
O tempo computacional e o número de iterações do MPI para todos estes estudos de caso são fornecidos pela 
Tabela 2. Em geral, o tempo computacional e o número de iterações para as décadas de 50 e 80 é similar, sendo 
ligeiramente maior para a década de 80 em casos com menor número de usinas. 
 

TABELA 2 
Estudo de Caso Período Tempo(s) Iterações 

1950s 3,53 20 1 
1980s 4,22 24 
1950s 13,98 31 2 
1980s 19,75 45 
1950s 336,47 89 3 
1980s 333,51 89 

 
Para o terceiro estudo de caso, que corresponde a 10 anos de horizonte de planejamento e quase a totalidade das 
usinas do SIN (74 usinas sendo 42 com reservatório), resultou em um problema com 26.640 variáveis, 8.800 
restrições de igualdade e 44.400 restrições de desigualdade, que foi resolvido em menos de 6 minutos.  
 

5.0 - CONCLUSÃO 
 
Este trabalho apresentou um modelo de otimização a usinas individualizadas para o planejamento da operação 
energética, resolvido por método de pontos interiores. O modelo foi formulado como um problema de programação 
não-linear, permitindo a representação precisa das funções de geração hidráulica e de custos operacionais. O 
modelo foi testado em três diferentes estudos de caso, um somente com a usina de Furnas, outro com as usinas 
da cascata do rio Grande, e finalmente o último com uma configuração do SIN. Foram também considerados dois 
períodos hidrológicos distintos, o primeiro correspondente à década de 50 (seco) e o segundo correspondente à 
década de 80 (úmido). No primeiro estudo de caso, a solução foi analisada detalhadamente e comprovada sua 
otimalidade. Nos demais estudos de caso, a trajetória de geração hidráulica foi comparada com a solução do 
primeiro estudo de caso, indicando um perfil similar e mostrando que o comportamento da usina de Furnas 
prevalece na cascata do rio Grande, e esta por sua vez prevalece no SIN. Os resultados indicam que o método 
proposto permite obter a solução do modelo de otimização a usinas individualizadas com robustez e eficiência. 
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