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Resumo- A instalação de equipamentos associados ao uso de 
eletrônica de potência, ou seja, FACTS (Flexible AC Transmis-
sion Systems), tem se tornado uma realidade em sistemas elé-
tricos de potência proporcionando um maior controle e flexibi-
lidade desses sistemas. Um problema que este trabalho tenta 
resolver se refere à alocação ótima destes equipamentos com o 
objetivo de usar mais intensamente os elementos existentes na 
rede prorrogando a necessidade de investimentos mais drásti-
cos no sistema de transmissão. Três metodologias de análise são 
propostas visando determinar uma política de compensação 
série de algumas linhas de transmissão. Assim, uma técnica 
para a determinação do local e montante de compensação é 
apresentada, o que requer a execução  de um processo de oti-
mização estática. Após esta fase, a análise dinâmica do sistema 
é executada, onde os efeitos da compensação série na interação 
máquinas-e rede elétrica são analisados. De forma a tornar o 
processo amigável ao usuário, uma interface gráfica foi desen-
volvida tornando a análise mais interessante fornecendo ao 
usuário uma visão mais concisa dos efeitos da compensação na 
rede. 
 

Palavras-chave—compensação série, otimização, análise di-
nâmica, cálculo de autovalores, sistemas de potência. 

I.  INTRODUÇÃO 
 

Problemas ambientais e restrições econômicas têm torna-
do a operação e o planejamento dos sistemas elétricos uma 
tarefa cada vez mais complexa. Além deste problema, a 
questão da descentralização dos sistemas elétricos também 
inseriu novos elementos de análise, já que a competição 
entre as empresas estabeleceu novos paradigmas em relação 
à operação e ao planejamento destes sistemas. Ganham for-
ça, neste cenário, técnicas de análise que reduzam os custos 
de investimento sem o comprometimento das condições 
operativas. Entre estas alternativas, encontra-se o uso de 
FACTS no sistema elétrico. Neste trabalho, o problema da 
compensação série de linhas de transmissão é particular-
mente analisado. 

A idéia de se compensar as linhas de transmissão vem da 
necessidade de aproximar as barras do sistema, já que esta 
compensação tem o efeito de reduzir a reatância das linhas. 
Todavia, a localização e a determinação do montante de 
compensação merecem especial atenção. Desta forma, este 
trabalho utiliza técnica de otimização para resolver estas 
duas questões . 

Um outro problema ligado à compensação série de linhas 
de transmissão refere-se ao problema de ressonância subsín-
crona (RSS). De acordo com IEEE [1], RSS é um fenômeno 
dinâmico caracterizado por uma condição na qual o sistema 
elétrico troca energia com as turbinas. Este fenômeno ocorre 
para uma ou mais freqüências do sistema combinado abaixo 
da freqüência síncrona.  

Estes resultados são melhor analisados se um programa 
amigável estiver acoplado. Com este objetivo, uma seção 

especial a respeito do processo de interface é apresentada. 
Esta interface é descrita aqui em função do ineditismo da 
mesma. As seções seguintes são devotadas à apresentação 
dos itens anteriormente descritos.  

 

II.  CUSTO DE INVESTIMENTO DOS  EQUIPAMENTOS FACTS 
 

O custo de investimento em equipamentos FACTS  pode 
ser dividido  em  duas categorias [1] : (a) Custo do equipa-
mento FACTS propriamente dita, e (b) O custo da infra-
estrutura necessária para sua instalação. 
 

(a) Custo do Equipamento  
 
Os custos dos equipamentos não dependem apenas da 
faixa de instalação já que isto também depende de  re-
quisitos  especiais tais como: 

• Redundância do sistema de controle e pro-
teção ou outros componentes adicionais tais 
como reatores, capacitores ou transforma-
dores. 

• Condições sísmicas, 
• Condições ambientais, (temperatura, nível 

de poluição, etc.). 
• Comunicação com o sistema de controle da 

subestação ou com o operador nacional do 
sistema. 

 
(b) Custos da  Infra-estrutura  

 
Os custos de infra-estrutura dependem da localização 

onde os dispositivos FACTS podem ser instalados, esses  
custos incluem  por exemplo: 

• Aquisição do terreno, se não houver suficien-
te espaço na subestação existente. 

• Modificação da subestação existente, se um 
novo interruptor de alta tensão é requerido.  

• Construção de uma estrutura para os equipa-
mentos internos do FACTS, etc. 
 

Para faixas típicas de operação dos equipamentos 
FACTS, os limites inferiores das áreas de custo  mostradas 
na figura (1) indicam os custos dos equipamentos  enquanto 
que os limites superiores  indicam o custo total de investi-
mento  incluindo  o custo da infra-estrutura [2].  Para baixas 
faixas de operação, os custos podem ser muitos altos e para 
faixas de operação bem altas, estes podem ser bem baixos 
tal como é mostrado na  figura (1).  O custo total de inves-
timento mostrado, que é dependente das taxas de juros  e 
impostos, podem variar devido aos fatores descritos, de –10 
%  até + 30 %.  Considerando as taxas de juros  e impostos, 
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que podem variar significativamente entre diferentes fases, 
os  custos totais de investimento  para os equipamentos 
FACTS podem alterar significativamente a sua viabilidade 
econômica.. 

Na figura (1) os termo TCSC representa o compensador 
serie controlada a tiristor, o TSSC representa o compensador 
serie chaveado  a tiristor e o UPFC representa o controlador 
unificado de fluxo de potência  
 

 
Figura 1 : Custos de Investimentos Típicos de um TSSC, 

TCSC e UPFC. 
 

III.   BENEFÍCIOS ECONÔMICOS DOS  EQUIPAMENTOS FACTS 
 

Existem três áreas onde  os benefícios econômicos poderiam 
facilmente ser calculados [2]. 

 
1. Receita bruta adicional devido ao incre-

mento da capacidade de transmissão. 
2. Encargos adicionais  por serviço de trans-

porte  devido ao incremento da capacidade de transmissão. 
3. Evitando ou atrasando investimentos em 

novas linhas de transmissão ou novas usinas de geração. 
Se por exemplo,  for usado um equipamento  FACTS, a 

capacidade  numa linha de transmissão poderia ser incre-
mentado em 50 MW ( p. e. para linhas  de transmissão de 
132 kV ou maiores), isto  poderia gerar  receita bruta adi-
cional equivalente aos 50 MW adicionados. Assumindo um 
fator de carga de 100 %  e uma receita bruta de 0.02 US$ 
/kWh, isto poderia resultar em uma receita bruta adicional 
anual  de mais de US$ 8.8 milhões. 

Em outro exemplo [2] assume-se que os custo de investi-
mento  de uma linha de 400 kV, com 300 km de compri-
mento é de US$ 45 milhões. A uma taxa de retorno de 10 %, 
este resulta em um  custo anual de US$ 4.5 milhões. A ins-
talação de um equipamento FACTS com custo de US$ 20 
milhões  poderia  ser economicamente  justificada, se o in-
vestimento desta LT fosse postergado em 5 anos (5 x 4.5 = 
22.5 milhões). Algumas questões relativas a custos destes 
equipamentos podem ser encontradas em [3]-[6]. 

IV.  DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 
O problema clássico de alocação de FACTS está represen-
tado na Equação 1. Neste caso, o equipamento FACTS 
considerado é a compensação série onde a função objetivo é 
contrapor o custo do equipamento com o ganho no custo de 
produção associado aos geradores térmicos.  
 

Min (∑
=

ng

1i
ci x Gi  + ∑ Cfacts )                 (1) 

sujeito a  

G – BCS θ = L + IDE                          (2.1) 

iii GGG ≤≤                                 (2.2) 

00
FFF ≤≤−                          (2.3) 

 
onde: 
 
ci custo de geração do gerador i (US$/MWh). I=1, 

..., ng.  
Ng é o número de barras com geradores térmi-
cos. 
 

Gi geração de potência ativa na barra i. 
 

Cfacts custo dos dispositivos FACTS (US$/ano). 
 

BCS matriz de susceptância de barra, a qual inclui a 
variação da susceptância devido a compensação 
série de ordem (nb x nb), onde nb é o número de 
barras do sistema. 
 

V.  G 
vetor de geração ativa de ordem (nb x 1). Nas 
barras sem geração, os elementos do vetor são 
iguais a zero. 
 

θ  vetor de ângulos das barras de ordem (nb x 1). 
 

VI.  L 
vetor de carga ativa de ordem (nb x 1). 
 

IDE vetor de injeção de potência representando o 
defasador de ordem (nb x 1). 
 

iG  e iG  limites de geração na barra i.  
 

F vetor de fluxos nos circuitos de ordem (nl x 1), 
onde nl é o número de circuitos. 

0
F  

vetor de limite de fluxo nos circuitos de ordem 
(nl x 1). Estes limites geralmente estão associa-
dos com   limites de estabilidade dinâmica e 
tensão e não, com o limite térmico da linha. 

 
Um algoritmo usando programação linear (PL) pode ser 
desenvolvido para solucionar o problema (1). Dado que a 
restrição 1.1 provoca a perda da linearidade, pois a matriz 
BCS é variável juntamente com os ângulos das barras, a idéia  
foi utilizar um processo iterativo para evitar a não linearida-
de do problema. Para tanto, a matriz de susceptância a qual 
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inclui a CS, BCS, é decomposta em dois componentes, a fim 
de separar a reatância fixa da compensação série variável:  

 
 
BCS = B + ∆B                                                            (2)  
 
 
onde:  
 
B é a matriz de susceptância inicial de ordem (nb x 

nb), ou seja, sem a compensação série, portanto com 
elementos fixos. 
 

∆B é a matriz de variação de susceptância de ordem (nb 
x nb), ou seja, devido a compensação série. 

 
Para uma compensação série de γ∆  na linha ij, a matriz de 
variação de susceptância para esta compensação é dada por: 

 
 

 
Note que, se existir compensação série em outros circuitos 
do sistema, a matriz ∆B representará a soma de todas as 
combinações acima.  
 
Substituindo a expressão (2) nas equações de fluxo de carga 
(1.1), tem-se para a inclusão da CS:   
 
 
G – B θ - ∆B θ’ = L                                        (3) 
 
 
onde   

θ’ é o vetor dos ângulos das barras, obtidos da ite-
ração anterior. Adotando-se este procedimento, a não linea-
ridade da equação (1.1) desaparece. 
 

V. MÉTODO PRIMAL-DUAL DE PONTOS 

INTERIORES 

 
Embora métodos de Pontos Interiores (PI) com barreira lo-
garítmica tenham sido originalmente desenvolvidos para 
resolver problemas gerais de PNL, pesquisas sobre métodos 
PI para grandes sistemas de PNL foram motivadas princi-

palmente pela excelente performance de tais métodos na 
resolução de problemas de PL de grande dimensão. 
O algoritmo descrito aqui pertence a uma classe de algorit-
mos mostrados em [10,11,12] e são utilizados para proble-
mas da forma; 

 
 Minimize C.x 
       Sujeito a                A.x = b                (4) 

         FxFF ≤≤ .  

         XXX ≤≤  
 
Onde x ∈ IR n  é o vetor de variáveis de decisão, C.x: IR 

n   IR  é a função objetivo, A.x –b :  IR n   IR m é um 
vetor de funções lineares, e F.x :  IR m   IR p é um vetor 
de das funções de restrições de desigualdade com limites 
Fmax e Fmin, e X variáveis funcionais lineares com limite 
inferior xmin e limite superior xmax. Se x* é um mínimo 
local, então existem multiplicadores de Lagrange 
(λ*,π1*,π2*,π3*,π4*) que satisfazem as condições necessá-
rias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT): 
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  (5) 
 
onde s1, s2, s3, s4 são variáveis de folgas. 
 
Problema Modificado e Condições de Otimalidade 
 
O algoritmo primal-dual de PI para resolver o problema 

de PL (5) opera sobre um problema modificado que emerge 
quando transformamos todas as desigualdades em em igual-
dades através da adição dos vetores de folgas s1 ≥ 0,  s2 ≥ 0, 
s3 ≥ 0, s4 ≥ 0 como segue: 

 
      Minimize   C.x  
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Minimize   C.x  
         Sujeito a                A.x = b 

                                      FxFF ≤≤ .       (7) 

                                      XXX ≤≤  
  
As condições de não-negatividade (s1,s2,s3,s4, )≥0 em 

(7) são então incorporadas em funções de barreira logarít-
mica agregadas a função objetivo, fornecendo o problema 
modificado 

 

Minimizar Cx - 
)lnlnln(ln

1
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As condições de positividade estrita s1 > 0 e s2 > 0 s3 > 0 

s4 > 0 devem ser impostas para que os termos logaritmos 
sejam definidos. Entretanto, estas condições são tratadas 
implicitamente, conforme é descrito abaixo. E µk é um pa-
râmetro de barreira, seu valor vai decrescendo assintotica-
mente a cada nova iteração. Para um ponto convergido, µk é 
igual a zero. 

As condições necessárias de otimalidade para o problema 
com restrições de igualdades, com µk fixo, podem ser deri-
vadas da função de Lagrange L(y,µk), é definida como:  

 
          L(y;µk) =  
Cx + λ(Ax-b) + π1(Fx + S3 - Fx) + π2(F + s3 + s4 - Fx) 

+ π3(X + s1 -x) +π4(X + s1 + s2 - x) - µk ln (s1) - µk ln 
(s2) - µk ln (s3)   - µk ln (s4) (4.5) 

 
onde λ ∈ IR m , π ∈ IR p e υ ∈ IR p são vetores de mul-

tiplicadores de Lagrange, conhecidos como variáveis duais, 
e y = (x,λ,π1,π2,π3,π4,s1,s2,s3,s4). Um mínimo local de 
(4.5) é caracterizado por um ponto estacionário de L(y,µk), 
o qual deve satisfazer as condições de primeira-ordem de 
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 
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Onde e=(1,1,...,1)T. O sistema é mais convenientemente 

expresso como 
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Se o sistema (9) for representado compactamente como 

∇Ly(yk)=0 e o sistema (10) como ∇Ly(y;µk) = 0, então 
temos a seguinte relação entre esses sistemas: 

 
∇Ly(y;µk) = ∇Ly(y) - µku            (11) 
 
Onde u=(e,0), com e ∈ IR 2p e ∈ IR 2p+n+m . Uma ite-

ração do método primal-dual de PI para resolver (9) invari-
avelmente aplica um passo do método de Newton para achar 
raízes de equações sobre (10)  calcula um comprimento de 
passo na direção de Newton, atualiza as variáveis, e reduz 
µk. O algoritmo termina quando a inviabilidade primal e 
dual e o resíduo de complementaridade estão abaixo de tole-
râncias pré-determinadas. Uma vez que somente um passo 
de Newton é considerado a cada iteração, as iterações têm a 
forma geral 

 
yk+1 = yk - αk[∇2yyL(yk)]-1∇yL(yk),       k=0,1,... (12) 
 
Onde αk ∈ (o,1] é um fator de amortecimento para me-

lhorar a convergência e para manter as variáveis não-
negativas estritamente positivas. Uma vez que 
∇2yyL(y,µk)=∇2yyL(y), as iterações que são geradas por 
(4.9) podem ser expressas como: 

 
yk+1=yk-αk[∇2yyL(yk)]-1(∇yL(yk)-µku)    k=0,1,...(13) 
 
Portanto, a direção de busca utilizada em (13) possui duas 

componentes: (i) a direção affine-scaling –[∇2yyL(yk)]-
1∇yL(yk), e (ii) a direção de centralização   
-[∇2yyL(yk)]-1µku, uma componente que não está presente 
em (6) e que dirige as variáveis não-negativas para longe da 

(9) 

(10) 
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fronteira. 
 
Algoritmo Primal-Dual de Pontos Interiores 
 
Um ponto inicial estritamente viável não é mandatório pa-

ra o método primal-dual de PL. Porém, as condições de es-
trita positividade (s1,s2, s3, s4 ) > 0 e (π1, π2, π3, π4)>0 
devem ser satisfeitas em todos os pontos. O processo iterati-
vo parte de um ponto y0=(s10,s20,π10,π20,x0,λ0) que satis-
faz (s10,s20)>0 e (π10 ,υ10)>0 e, para preservar estas con-
dições, as iterações seguem uma trajetória no ortante positi-
vo do espaço de produtos de complementariedade s1iπ1i, 
s2iπ2i. A viabilidade das iterações é alcançada gradativa-
mente durante o processo iterativo, a medida que as itera-
ções aproximam-se da otimalidade. Os passos principais do 
algoritmo primal-dual de PI são como segue: 

 
PASSO 0: Fazer k=0, escolher µo>0 e um ponto inicial 

yo = (so,πo,xo,λo) que satisfaça as condições de estrita po-
sitividade 

PASSO 1: Resolver por Newton, o sistema originado 
pelas condições de 1ª ordem 
∇2yyL(y,µk)∆y = -∇yL(yK,µK) 
E obter a direção de Newton ∆y  
PASSO 2:  Calcular o comprimento de passo αk na dire-

ção de Newton ∆y e obter o novo ponto yk+1 = yk + αk∆y 
PASSO 3:  Se yk + 1 satisfaz o critério de convergência, 

pare, caso contrario fazer K = k + 1, reduzir o parâmetro de 
barreira µk e voltar ao passo 1. 
 

VI. TÉCNICA DE ANÁLISE DINÂMICA 
 

O que se busca nesta seção é acoplar o problema de esta-
bilidade dinâmica à análise de bifurcação de Hopf, associa-
da a oscilações do sistema elétrico. Como na referência [7], 
o menor valor singular de uma função de uma matriz de 
estado modificada Am pode ser usado para detectar bifurca-
ção de Hopf. Este índice é dado por:  

minHBI ( )σ= mA  (14) 

Onde, A I
A

I A
n

m
n

β
β

 
=  − 

 

A é a forma reduzida do Jacibiano do sistema, dada por:  
1 2

3 4

J

J Jx x
J J0 y

∆ ∆    
=     ∆    

&

14243

 e 1
1 2 4 3( )x J J J J x A x−∆ = − ∆ = ∆&  

O parâmetro β é a parte imaginária do autovalor de A que 
se anula. Este índice foi proposto para detectar bifurcações 
de Hopf em tempo real, com o objetivo de permitir a tomada 
de ações de controle preventivas ou corretivas em sistemas 
estressados. Para este fim, um comportamento previsível do 
índice se faz importante, de forma a se poder estimar o pon-
to de bifurcação a partir de um ou dois pontos operativos 
conhecidos. A Referência  [7] mostra que o índice HBI pode 
fornecer este comportamento, dado que sua variação ao lon-
go da variação de carga se mostra linear. Entretanto, dado 
que este índice se baseia no menor valor singular, é possível 
que outros sistemas apresentem um comportamento diferen-

te. Uma outra questão importante a respeito deste índice 
refere-se à freqüência do par de autovalores que cruza o 
eixo imaginário. Este índice, proposto para análise de varia-
ção de carga é considerado aqui também para a condição em 
que compensação série nas linhas é considerada. 

Para o caso de ressonância sub-síncrona (RSS), prever bi-
furcações de Hopf pode não ser uma urgência, pois isso 
deve ser analisado na fase de planejamento. No entanto, 
dado que o índice HBI pode ser empregado para qualquer 
modelo de sistema, este índice será usado também para esta 
classe de problema. Logo, o índice proposto aqui pode ser 
usado para os cenários de operação e planejamento de sis-
temas de potência. 

A principal diferença entre as análises de estabilidade e 
de RSS reside no fato de RSS estar associada a informações 
relativas à freqüência dos autovalores com parte real nula. 
Esta informação pode ser extraída a partir dos modos torsio-
nais do eixo turbina-gerador considerado. 

A variação de compensação série em uma linha de trans-
missão muda a freqüência da rede consideravelmente. Isto 
também acontece com a freqüência crítica do eixo da turbi-
na analisado, na medida em que o ponto de bifurcação se 
aproxima. Assim, é possível que o índice HBI não se anule 
na medida em que o nível de compensação variar, já que β 
também varia. Este problema é superado através da atuali-
zação do valor de  β em cada ponto. 

Considerando esta dificuldade, um outro índice é propos-
to para identificar bifurcações de Hopf. Isto é feito através 
do cálculo de um número reduzido de autovalores, conforme 
proposto em [8].  Este conjunto de autovalores é determina-
do a partir dos modos de oscilação dos eixos geradores. Esta 
informação é obtida de acordo com a análise proposta em 
[9], que é baseada no conhecimento prévio das freqüências 
naturais, entre outros dados do eixo. Considere o conjunto 

1 2{ , ,..., }kσ σ σΣ = , onde kσ  estão associados com as par-
tes reais do conjunto reduzido de autovalores da matriz Ja-
cobiana. 

 
É proposto um índice baseado na média geométrica  dos 

valores absolutos de Σ. 
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(15) 

VII. INTERFACE DESENVOLVIDA 
 

A interface desenvolvida neste projeto tem por objetivo 
ampliar a capacidade de análise do sistema por parte do u-
suário. Implementada em realidade virtual, os elementos do 
sistemas ficam dispostos sobre um mapa respeitando sua 
posição georeferenciada e apresenta um sistema de cor ca-
paz de identificar sobrecargas nas linhas sobretensões nas 
barras e outras características do sistema. Desta forma o 
usuário pode rapidamente identificar áreas em pontos de 
operação indesejados e atuar sobre o sistema de forma cor-
retiva. As Figuras 1, 2 e 3 mostram algumas telas da interfa-
ce. 
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Figura 1 – Tela de visualização do Sistema com todas as 

barras selecionadas e com zoom sobre o litoral norte de São 
Paulo. 

 

 
Figura 2 – Tela de visualização do Sistema com todas as 

linhas selecionadas e com zoom sobre o noroeste do estado 
de São Paulo. 

 

 
Figura 3 – Tela de dados do Sistema com dados de barras 

e linhas. 
 

VIII. CONCLUSÃO 
 
A instalação de equipamentos associados ao uso de eletrôni-
ca de potência, ou seja, FACTS (Flexible AC Transmission 
Systems), tem se tornado uma realidade em sistemas elétri-
cos de potência proporcionando um maior controle e flexibi-
lidade desses sistemas. Este trabalho apresentou uma solu-
ção para alocação ótima destes equipamentos com o objeti-
vo de usar mais intensamente os elementos existentes na 
rede. Três metodologias de análise foram propostas visando 

determinar uma política de compensação série de algumas 
linhas de transmissão. Assim, uma técnica para a determina-
ção do local e montante de compensação foi apresentada, o 
que requer a execução  de um processo de otimização estáti-
ca. Após esta fase, a análise dinâmica do sistema é executa-
da, onde os efeitos da compensação série na interação má-
quinas-e rede elétrica são analisados. De forma a tornar o 
processo amigável ao usuário, uma interface gráfica foi de-
senvolvida tornando a análise mais interessante fornecendo 
ao usuário uma visão mais concisa dos efeitos da compensa-
ção na rede. 
 
Existe ainda a necessidade de integrar a análise dinâmica 
com a análise estática desenvolvida neste trabalho. Esta aná-
lise dinâmica irá permitir incorporar controles associados à 
compensação que poderão inclusive melhorar o desempenho 
dinâmico do sistema.  
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